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Аннотация. Введено понятие о внешней границе конечных кластеров на трёхмерных пе­
риодических графах и для этого случая доказан аналог теоремы Кестена о её топологической 
структуре.
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1. Введение. Настоящая статья является завершающей частью работы, первые две 
части которой опубликованы в [ 1], [2]. Во второй части настоящей работы был сформу­
лирован т.н. G L-алгоритм, посредством которого конструировались плоские графы без 
концевых вершин. Класс всех таких плоских графов в дальнейшем мы будем называть 
классом PG W E. Алгоритм построения графов этого класса состоит в следующем.11^ 
Материалом для применения алгоритма являются циклы. Термином цикл мы обо­
значаем граф 7 (далее, циклы равно как и произвольные пути на графах обозначают­
ся малыми греческими буквами), который представляет собой несамопересекающийся 
замкнутый путь, то есть 7 =  (Vy, Ф7), где множество связности представимо в виде 
Ф7 =  { { x j - , x j + i } ] j  =  1 /7}, J7+1 =  #1 с множеством вершин V7  =  { x ^ i  =  14- /?.}.
Числовая характеристика п =  17 1 такого графа называется длиной цикла.
Пару (7 ,(7), где 7 -  цикл и о -  путь, составляющий его собственную часть, на­
зывается оснащённым циклом. Путь а представляет собой подграф (Va, Фст), Va =  
-О, - 1.......'■/,/)• Фа =  I ): j  =  0 4  (/ -  1 )}, I =  |ФСТ| =  |<т| -  длина пу­
ти (нумерация вершин здесь понимается по mocl(/?. — 1)).
Упорядоченный набор ( (77,-, ); j  =  1 4  п) оснащённых циклов назовём согласован­
ным, если si =  s2 и, для любого т  =  2 4  (/?. — 1), имеет место
т
l>i 7  ^  (^/j 2sj) >  sTO_|_i,
3 = 2
где Sj =  \<Tj\, 17/1 =  lj, j  =  1 4  n.
G L-алгоритм применяется к согласованным последовательностям оснащённых цик­
лов, и результатом его применения к такой последовательности длины п является се­
мейство плоских графов G n из класса PG W E  и с п внутренними (конечными) гранями. 
Причём циклы 7j, j  =  1 4  п являются границами этих граней.
10Работа выполнена в рамках ФЦП ГК  № 02.740.11.0545
п Следует упомянуть, что подход к исследованию плоских графов, основанный на сходной комбина­
торной идее, разрабатывался в [3], [4].
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Необходимо подчеркнуть, что циклы, к которым применяется G L-алгоритм, понима­
ются как отдельные независимые друг от друга графы, заведомо, являющиеся плоски­
ми. Это замечание уместно в связи с тем, что циклы, рассматриваемые как подграфы 
неплоских графов, могут быть неплоскими только вследствие своего размещения на 
этих графах. Такой подход порождает т.н. «теорию узлов» [5].
Результатом реализации т  шагов алгоритма т  =  1 4  ( п — 1) является плоский граф 
Gm_i из PG W E  (G о =  71). На каждом (т. — 1)-м шаге применения алгоритма произво­
дится операция склеивания (см. [1]) плоского графа, полученного на предыдущем шаге 
алгоритма с циклом 7т , причём склеивание производится по пути <тт , оснащению цик­
ла 7т, с путём такой же длины, выбранным произвольно на внешней границе графа 
Gm-i-  При этом очень важно соблюдение т.н. условия согласования циклов. Образно, 
это условие сводится к тому, что приклеивание нового цикла должно производиться 
таким образом, чтобы не образовывалось «дырок».
Таким образом, фиксированная последовательность =  1-.-п) оснащённых,
согласованных циклов не определяет однозначно получаемый в результате применения 
GL-алгоритма плоский граф, а напротив, результатом его применения является целое 
семейство плоских графов из класса PG W E. Эта неоднозначность связана с тем, что 
на каждом т-м  шаге построения имеется произвол в выборе того пути, который входит 
в состав внешней границы плоского графа Gm_ 1, построенного на предыдущем шаге, и 
по которому осуществляется операция склеивания.
С указанной неоднозначностью связана также другая неоднозначность -  один и тот 
же плоский граф из класса PG W E  может быть получен в результате применения G L- 
алгоритма к различным последовательностям оснащённых циклов. Все такие последо­
вательности (при фиксированном погружении конструируемого графа в ! 2) являются 
различными упорядочениями множества { (77, ( Jj ) ] j  =  14- п}  оснащённых циклов, есте­
ственно, что в этих упорядочениях должно выполняться условие согласования.
Заметим, что построение плоского графа согласно G L-алгоритму, заведомо опреде­
ляет и его погружение в евклидову плоскость (с точностью до непрерывных деформа­
ций самой плоскости погружения).
Во второй части настоящей работы была доказана теорема о том, что каждый плос­
кий граф без внешних вершин может быть представлен как результат применения 
GL-алгоритма к некоторой последовательности оснащённых циклов. Это утверждение 
позволяет строить доказательства утверждений общего характера относительно плос­
ких графов, не привлекая геометрических соображений, связанных с конкретным их 
погружением в плоскость, а рассуждая только комбинаторно-алгебраческим образом 
посредством индукции по числу граней плоского графа, т.е. по длине согласованной 
последовательности оснащённых циклов.
В этой заключительной части работы мы установим важное свойство плоских гра­
фов без концевых вершин, связанное с их погружением в плоскость и на его основе, 
построим альтернативное (без привлечения теоремы Жордана о т.н. замкнутой жорда- 
новой кривой на плоскости) доказательство теоремы Г.Кестена о топологической струк­
туре внешней границы конечного кластера, расположенного на мозаике. В изложении 
материала мы сохраняем все термины и обозначения, введённые в первых двух частях.
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2. Аналог теоремы Ж ордана для плоских графов. З д е с ь  б у д е т  д о к а з а н  а н а л о г  
т е о р е м ы  Ж о р д а н а  д л я  п л о с к и х  г р а ф о в  к л а с с а  P G W E .  Н е  и м е е т  б о л ь ш о г о  с м ы с л а  ф о р ­
м у л и р о в а т ь  э т о  у т в е р ж д е н и е  а н а л о г и ч н о  т о м у ,  к а к  э т о  д е л а е т с я  д л я  з а м к н у т ы х  к р и в ы х  
н а  R 2 [6]. А  и м е н н о ,  с л е д у ю щ е е  у т в е р ж д е н и е :  л ю б о й  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я  ц и к л  7  н а  
п л о с к о м  г р а ф е  G  =  ( V ., Ф )  р а з б и в а е т , м н о ж е с т в о  в е р ш и н  V  \  { 7 }  н а  д в а  к л а с с а  т а к ,  
ч т о  к а ж д ы й  п у т ь  , у ) ,  с о е д и н я ю щ и й  д в е  в е р ш и н ы  х  и  у  и з  р а з н ы х  к л а с с о в ,  и м е е т ,  
н е п у с т ,о е  п е р е с е ч е н и е  с  ц и к л о м  7 ,  с  о д н о й  с т о р о н ы ,  я в л я е т с я  д о в о л ь н о  о ч е в и д н ы м ,  а ,  с  
д р у г о й  с т о р о н ы ,  н е  о ч е н ь  з н а ч и м о .  Э т о  с в я з а н о  с  т е м ,  ч т о  в ы р е з а н и е  и з  п л о с к о г о  г р а ф а  
п р о и з в о л ь н о г о  ц и к л а  7  в м е с т е  с о  в с е м и  р е б р а м и ,  и н ц и д е н т н ы м и  е г о  в е р ш и н а м ,  п р и в о ­
д и т  к  р а з в а л у  г р а ф а  н а  н е с к о л ь к о  н е с в я з а н н ы х  п о д г р а ф о в .  Т о г д а ,  с  о д н о й  с т о р о н ы ,  
т р и в и а л ь н ы м  о б р а з о м ,  к а ж д ы й  п у т ь  н а  и с х о д н о м  г р а ф е ,  с о е д и н я ю щ и й  д в е  в е р ш и н ы  
и з  р а з н ы х  п о д г р а ф о в ,  о б я з а н  п е р е с е к а т ь  ц и к л  7  ( с м .  г р а ф  и з  П р и м е р а  4 ) ,  а ,  с  д р у г о й  
с т о р о н ы ,  р а с п р е д е л е н и е  в е р ш и н  V  \  { 7 }  т о л ь к о  п о  д в у м  к л а с с а м  о к а з ы в а е т с я  в е с ь м а  
п р о и з в о л ь н ы м .
У т в е р ж д е н и е ,  а н а л о г и ч н о е  т е о р е м е  Ж о р д а н а ,  п р и о б р е т а е т  с м ы с л  п р и  ф и к с а ц и и  г о -  
м е о м о р ф н о г о  п о г р у ж е н и я  п л о с к о г о  г р а ф а  G  в  R 2 ( л и б о  н а  с ф е р у ,  ч т о ,  к а к  б у д е т  в и д н о  
д а л е е ,  б е з р а з л и ч н о ) ,  к о г д а  и м е е т  с м ы с л  г о в о р и т ь  о  в н у т р е н н и х  и  о  в н е ш н и х  о т н о с и ­
т е л ь н о  ц и к л а  7  в е р ш и н а х  ( в  с л у ч а е  п о г р у ж е н и я  н а  с ф е р у ,  т а к а я  т е р м и н о л о г и я  я в л я е т с я  
д о в о л ь н о  у с л о в н о й ) .
З а ф и к с и р у е м  п о г р у ж е н и е  п л о с к о г о  г р а ф а  G  в  R 2 с  п  г р а н я м и .  Э т о  п о г р у ж е н и е  м о ­
ж е т  б ы т ь  п о с т р о е н о  в  р е з у л ь т а т е  п р и м е н е н и я  G L - а л г о р и т м а  к  с о г л а с о в а н н о й  п о с л е д о в а ­
т е л ь н о с т и  о с н а щ ё н н ы х  ц и к л о в .  Р а с с м о т р и м  в е с ь  к л а с с  % с  т а к и х  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й ,  
п р и м е н е н и е  G L - а л г о р и т м а  к  к а ж д о й  и з  к о т о р ы х  п р и в о д я т  к  о д н о м у  и  т о м у  п о г р у ж е н и ю  
г р а ф а  G .  П у с т ь  7  -  п р о и з в о л ь н ы й  ц и к л  н а  г р а ф е  G .  Т о г д а  в  к л а с с е  % с  н а й д е т с я  т а к а я  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  ч т о  ц и к л  7  б у д е т  с л у ж и т ь  в н е ш н е й  г р а н и ц е й  п л о с к о г о  г р а ф а  G m , 
п о л у ч а е м о г о  н а  к а к о м - т о  т - м  ш а г е  (т . ^  п )  п р и м е н е н и я  G L - а л г о р и т м а .  П о э т о м у  м н о ­
ж е с т в о  в е р ш и н  г р а ф а  G , н е  п р и н а д л е ж а щ и х  G m , и  ц и к л  7 ,  н а з ы в а ю т с я  в н у т р е н н и м и  
п о  о т н о ш е н и ю  к, 7 .  О с т а л ь н ы е  в е р ш и н ы  г р а ф а  G  н а з ы в а ю т с я  в н е ш н и м и  п о  о т н о ш е н и ю  
к, 7  в е р ш и н а м и .
Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  д а н н о е  о п р е д е л е н и е  в н у т р е н н и х  в е р ш и н  н е  з а в и с и т  о т  в ы б о р а  т о й  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  д л я  к о т о р о й  ц и к л  7  п о я в л я е т с я  в  в и д е  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  в  п р о ц е с с е  
п р и м е н е н и я  G L - а л г о р и т м а .
П о с л е  в в е д е н и я  п о н я т и я  в н у т р е н н и х  в е р ш и н  п о  о т н о ш е н и ю  к  ф и к с и р о в а н н о м у  ц и к ­
л у  н а  г р а ф е  G , у т в е р ж д е н и е ,  о  к о т о р о м  и д е т  р е ч ь  в  э т о м  п у н к т е ,  ф о р м у л и р у е т с я  с л е ­
д у ю щ и м  о б р а з о м .
Теорема 1. П у с т ь  (V., Ф) -  к о н е ч н ы й  с в я з н ы й  п л о с к и й  г р а ф  п  7  -  л е ж а щ и й  в  н е м  
н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я  ц и к л .  Е с л и  х  -  в н у т р е н н я я  п  у  -  в н е ш н я я  в е р ш и н ы  п о  о т н о ш е ­
н и ю  к  ц и к л у  7 ,  т о  л ю б о й  п у т ь  у ( х ,  у )  и м е е т  н е п у с т о е  п е р е с е ч е н и е  с  7 ,  { 7 (3 7 , у ) }  П { 7 }  ф  0 .
□  Д о к а з а т е л ь с т в о  с т р о и т с я  и н д у к ц и е й  п о  ч и с л у  г р а н е й  п .  П р и  п  =  2 г р а ф  с о с т о и т  
и з  о д н о г о  н е с а м о п е р е с е к а ю щ е г о с я  ц и к л а  7  и  и м е е т  д в е  г р а н и .  П р и  э т о м  в е р ш и н ,  н е  в х о ­
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д я щ и х  в  с о с т а в  ц и к л а  н е т ,  и  п о э т о м у  у т в е р ж д е н и е  т е о р е м ы  и м е е т  м е с т о  т р и в и а л ь н ы м  
о б р а з о м .
П у с т ь  т е п е р ь  у т в е р ж д е н и е  т е о р е м ы  в е р н о  д л я  л ю б о г о  с в я з н о г о  п л о с к о г о  г р а ф а  с  
ч и с л о м  г р а н е й  р а в н ы м  п .  Р а с с м о т р и м  п р о и з в о л ь н ы й  с в я з н ы й  п л о с к и й  г р а ф  G n + \ =  
(1 4 + 1 , Ф/г+ i ) ,  к о т о р о г о  ч и с л о  г р а н е й  р а в н о  ( п  +  1 ) . Н у ж н о  р а з л и ч а т ь  д в а  с л у ч а я ,  в  
з а в и с и м о с т и  о т  т о г о ,  я в л я е т с я  л и  ц и к л  7 ,  о  к о т о р о м  и д е т  р е ч ь  в  у т в е р ж д е н и и  т е о р е м ы ,  
в н е ш н е й  г р а н и ц е й  г р а ф а  G n + \ и л и  э т о  п о л о ж е н и е  н е  и м е е т  м е с т а .
В  п е р в о м  с л у ч а е ,  м н о ж е с т в о  в н е ш н и х  п о  о т н о ш е н и ю  к  7  в е р ш и н  п у с т о ,  и  п о э т о м у  
у т в е р ж д е н и е  т е о р е м ы  т р и в и а л ь н о .  В о  в т о р о м  с л у ч а е ,  н а й д е т с я  г р а н ь  с  г р а н и ц е й  7 ra+ i ,  
к о т о р а я  я в л я е т с я  в н е ш н е й  п р и  д а н н о м  п о г р у ж е н и и  г р а ф а ,  п р и ч е м  в ы р е з а н и е  у к а з а н ­
н о й  г р а н и  и з  г р а ф а  G n + 1 п р е в р а щ а е т  э т о т  г р а ф  в  т а к о й  п л о с к и й  г р а ф  G n =  ( 1 4 , Ф „ )  
с  п  г р а н я м и ,  к о т о р ы й  ц е л и к о м  с о д е р ж и т  ц и к л  7 .  Т о г д а  д л я  э т о г о  г р а ф а ,  п о  п р е д п о ­
л о ж е н и ю ,  с п р а в е д л и в о  у т в е р ж д е н и е  т е о р е м ы .  П у с т ь  х  -  п р о и з в о л ь н а я  в н у т р е н н я я  и  у  
-  в н е ш н я я  п о  о т н о ш е н и ю  к  7  в е р ш и н ы ,  п р и ч е м  у  £  V n . Т о г д а ,  с о г л а с н о  с д е л а н н о м у  
п р е д п о л о ж е н и ю ,  м н о ж е с т в о  в е р ш и н  л ю б о г о  п у т и  *у (х , у )  о б я з а т е л ь н о  и м е е т  н е п у с т о е  
п е р е с е ч е н и е  с  { 7 } .  П у с т ь  т е п е р ь  в е р ш и н а  у  с о д е р ж и т с я  в  V n + \ \ V n , т о  е с т ь  в  т о й  ч а с т и  
г р а н и ц ы  7»г+1 г р а н и ,  н о  н е  в х о д и т  с о с т а в  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  г р а ф а  G n . Т о г д а ,  л ю б о й  п у т ь  
^ ( х ,  у )  о б я з а т е л ь н о  п р о х о д и т  ч е р е з  о д н у  и з  в е р ш и н  z\  и л и  z 2 , к о т о р ы е  я в л я ю т с я  к о н ц а ­
м и  п у т и ,  о б р а з о в а н н о г о  в е р ш и н а м и ,  о б щ и м и  д л я  ц и к л а  7 ^ + 1  и  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  г р а ф а  
G n . О б е  в е р ш и н ы  Z\ и  z 2 п р и н а д л е ж а т  V n . П о э т о м у  л ю б о й  п у т ь  *у (х , Z \ ) ,  а  т а к ж е  л ю б о й  
п у т ь  * у (х , z 2) п р о х о д я т  ч е р е з  о д н у  и з  в е р ш и н  ц и к л а  7 .  С л е д о в а т е л ь н о ,  э т и м  с в о й с т в о м  
о б л а д а е т  л ю б о й  п у т ь  ^ ( х , у ) .  U
Д а л е е  м ы  и с п о л ь з у е м  п о н я т и е  б е с к о н е ч н о г о  г р а ф а  т и п а  м о з а и к и ,  в в е д е н н о е  в о  в т о ­
р о й  ч а с т и  р а б о т ы  [2].
П у с т ь  М  =  ( V ., Ф )  -  м о з а и к а  и  7  -  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я  ц и к л  н а  н е й . Э т о т  ц и к л  
л е ж и т  в о  в с е х  г р а ф а х  G n к л а с с а  P G W E  с  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и м  н о м е р о м ,  в з я т ы х  и з  п о ­
с л е д о в а т е л ь н о с т и  г р а ф о в ,  п о р о ж д а ю щ и х  м о з а и к у .  В е р ш и н а  х  н а з ы в а е т с я  в н у т р е н н е й  
( в н е ш н е й )  п о  о т н о ш е н и ю  к  ц и к л у  7 ,  е с л и  о н а  я в л я е т с я  в н у т р е н н е й  ( в н е ш н е й )  п о  о т н о ­
ш е н и ю  к  7  в о  в с е х  г р а ф а х  G n , о б л а д а ю щ и х  у к а з а н н ы м  с в о й с т в о м .  И з  э т о г о  о п р е д е л е н и я  
и  Т е о р е м ы  1 н е п о с р е д с т в е н н о  в ы т е к а е т
Следствие. Д л я  л ю б о г о  н е с а м о п е р е с е к а ю щ е г о с я  ц и к л а  7  н а  м о з а и к е  М  л ю б о й  п у т ь  
*у (х , у ) ,  с в я з ы в а ю щ и й  в н у т р е н н ю ю  в е р ш и н у  х  п  в н е ш н ю ю  в е р ш и н у  у  п о  о т н о ш е н и ю  к  
7 ,  и м е е т  н е п у с т о е  п е р е с е ч е н и е  с  7 .
С  н и м  с в я з а н о  с л е д у ю щ е е  у т в е р ж д е н и е .
Теорема 2. П у с т ь  н а  м о з а и к е  М  =  ( V., Ф )  и м е е т с я  б е с к о н е ч н ы й  н е с а м о п е р е с е к а ю -  
щ п й с я  п у т ь  7  б е з  н а ч а л ь н о й  в е р ш и н ы  ( н а п р и м е р  с о с т а в л е н н ы й  п з  д в у х  н е п е р е с е к а ю -  
щ п х с я  д р у г  с  д р у г о м  п у т е й  7 ( c )  i i ^ f ' ( z ) ) .  П у т ь  7  р а з д е л я е т  в е р ш и н ы  V \ { 7 }  н а  д в а  к л а с с а  
т ак, чт о л ю б о й  п у т ь  *у (х , у )  м е ж д у  в е р ш и н а м и  х  п  у  п з  р а з н ы х  к л а с с о в  п е р е с е к а е т  7 .
□  Р а с с м о т р и м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( G n ; n  £  N ) ,  п о р о ж д а ю щ у ю  м о з а и к у .  З а ф и к с и ­
р у е м  н о м е р  п  £  N . П у с т ь  z n -  в е р ш и н а  п е р в о г о  п е р е с е ч е н и я  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  г р а ф а  
G n и  z'n -  в е р ш и н а  п е р в о г о  п е р е с е ч е н и я  э т о й  г р а н и ц ы  п у т е м  7 .  П у т ь  7 ( z n ,z 'n ) п е р е ­
с е к а е т  в н е ш н ю ю  г р а н и ц у  г р а ф а  т о л ь к о  в  д в у х  в е р ш и н а х  z n и  z'n . Т о г д а ,  и м е е т с я  д в а
ц и к л а ,  п о р о ж д е н н ы х  э т и м  п у т е м  и  в н е ш н е й  г р а н и ц е й  г р а ф а .  О б о з н а ч и м  э т и  ц и к л ы  7 ^  
и  7 В н у т р е н н и е  в е р ш и н ы  о т н о с и т е л ь н о  7 ^  я в л я ю т с я  в н е ш н и м и  п о  о т н о ш е н и ю  к  7 ^
и  н а о б о р о т .  Т о г д а  в н у т р е н н и е  в е р ш и н ы  г р а ф а  G n р а з д е л я ю т с я  н а  д в а  к л а с с а :  в н у т р е н -
(1) (2) тэ
н и е  в е р ш и н ы  д л я  ц и к л а  и  в н у т р е н н и е  в е р ш и н ы  д л я  ц и к л а  у п . В е р ш и н ы  х  и  у
н а х о д я т с я  в н у т р и  г р а ф а  G n с  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и м  н о м е р о м .  П о э т о м у ,  с о г л а с н о  Т е о р е ­
м е  1 ,  л ю б о й  п у т ь  у ( х , у ) ,  с о д е р ж а щ и й с я  п р и  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м  з н а ч е н и и  п  в н у т р и  
G n , о б я з а т е л ь н о  п е р е с е к а е т  п у т ь  7 ( z n ,z 'n ) .  Т а к  к а к  п р и  п  — > о о  п у т ь  7 ( z n , z'n ) с т р е м и т ­
с я  в  т е о р е т и к о - м н о ж е с т в е н н о м  с м ы с л е  к  п у т и  7 ,  т о  у т в е р ж д е н и е  т е о р е м ы  п о л у ч а е т с я  
п е р е х о д о м  к  п р е д е л у  п  — > 0 0 . U
Замечание. В  с о о т в е т с т в и и  с  р а з б и е н и е м  к а ж д ы м  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и м с я  ц и к л о м  
7  м н о ж е с т в а  V  \  { 7 }  м о з а и к и  М  н а  в н е ш н и е  и  в н у т р е н н и е  п о  о т н о ш е н и ю  к  7 ,  в с е  г р а ­
н и  э т о й  м о з а и к и  т а к ж е  р а з б и в а ю т с я  е с т е с т в е н н ы м  о б р а з о м  н а  д в а  н е п е р е с е к а ю щ и х с я  
к л а с с а  в н у т р е н н и х  и  в н е ш н и х  г р а н е й .  Г р а н ь  н а з ы в а е т с я  в н у т р е н н е й  п о  о т н о ш е н и ю  к  
ц и к л у  7 ,  е с л и  в  с о с т а в  о г р а н и ч и в а ю щ е г о  е е  ц и к л а  в х о д я т  в н у т р е н н и е  о т н о с и т е л ь н о  7  
в е р ш и н ы .  Н а о б о р о т ,  г р а н ь  н а з ы в а е т с я  в н е ш н е й  о т н о с и т е л ь н о  ц и к л а  7 ,  е с л и  в  с о с т а в  
о г р а н и ч и в а ю щ е г о  е е  ц и к л а  в х о д я т  в н е ш н и е  о т н о с и т е л ь н о  7  в е р ш и н ы .  С о г л а с н о  д о к а ­
з а н н о й  т е о р е м е ,  т а к о е  о п р е д е л е н и е  к о р р е к т н о ,  т а к  к а к  в  г р а н и ц у  к а ж д о й  г р а н и  н е  м о г у т  
о д н о в р е м е н н о  в х о д и т ь  и  в н е ш н и е ,  и  в н у т р е н н и е  в е р ш и н ы .
3 . Теорема о внешней границе конечного кластера на мозаике. В с е  с в я з ­
н ы е  п о д г р а ф ы  м о з а и к и  ( к о н е ч н ы е  и л и  б е с к о н е ч н ы е )  м ы  б у д е м  н а з ы в а т ь  к л а с т е р а м и .  
М н о ж е с т в а  и х  в е р ш и н  м ы  б у д е м  о б о з н а ч а т ь  п о с р е д с т в о м  б у к в ы  W .
П у с т ь  G w  =  ( W ,  Фи/') -  к о н е ч н ы й  к л а с т е р  н а  м о з а и к е  М  =  ( V ., Ф ) .  М н о ж е с т в о  V  \  W  
р а з б и в а е т с я  н а  д в а  н е п е р е с е к а ю щ и х с я  к л а с с а  V -  и  V +  п о  с л е д у ю щ е м у  п р и з н а к у .  К  
к л а с с у  V +  о т н е с е м  т е  в е р ш и н ы  х , и з  к о т о р ы х  с у щ е с т в у е т  б е с к о н е ч н ы й  н е с а м о п е р е с е к а ­
ю щ и й с я  п у т ь  'у ( х )  н а  м о з а и к е ,  н е  и м е ю щ и й  о б щ и х  в е р ш и н  с  W .  Н а о б о р о т ,  к  к л а с с у  V -  
о т н е с е м  т е  в е р ш и н ы ,  д л я  к о т о р ы х  т а к о г о  б е с к о н е ч н о г о  п у т и  н е  с у щ е с т в у е т .
Д л я  т о г о  ч т о б ы  у с т а н о в и т ь  п р о с т е й ш и е  с в о й с т в а  к о н е ч н ы х  к л а с т е р о в ,  с в я з а н н ы е  с  
м н о ж е с т в а м и  V ±  в в е д е м  с л е д у ю щ и е  п о н я т и я  и  д о к а ж е м  с в я з а н н ы е  с  н и м и  у т в е р ж д е н и я .
Лемма 1 . Д л я  л ю б о й  в е р ш и н ы  х  м о з а н к п  М  с у щ е с т в у е т  р а с ш и р я ю щ а я с я  п о с л е д о ­
в а т е л ь н о с т ь  г р а ф о в  G n =  (V n , Ф „ )  к л а с с а  P G W E  т а к а я , чт о V\  =  { # } ,  =  0  п  G n — >■ М
п р и  п  — >■ о о .
□  Г р а ф ы  G n =  { W n , Ф и / ,,) , n  >  1 п о р о ж д а ю т с я  п о с р е д с т в о м  п р и м е н е н и я  н е о г р а н и ­
ч е н н о  п р о д о л ж а ю щ е г о с я  G L - а л г о р и т м а  к  б е с к о н е ч н о й  с о г л а с о в а н н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о ­
с т и  ( ( 7 <т,г); п  £  N )  о с н а щ ё н н ы х  ц и к л о в ,  н а  о с н о в е  к о т о р о й  с о б и р а е т с я  м о з а и к а  М .  Э т а  
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о д н о в р е м е н н о  о п р е д е л я е т  п о г р у ж е н и е  э т о й  м о з а и к и  в  К 2 с  т о ч н о -
П
с т ь ю  д о  н е п р е р ы в н ы х  д е ф о р м а ц и й  п л о с к о с т и .  П р и  э т о м  W n =  ^ J { 7 a - } ,  Ф ту„ =  у }  £
fc=i
Ф у х ,  у  £  W n } .  ■
В в е д е н н ы е  в ы ш е  п о н я т и я  м н о ж е с т в  в н у т р е н н и х  и  в н е ш н и х  в е р ш и н ,  п р и м е н и м ы  д л я  
л ю б ы х  б е с к о н е ч н ы х  г р а ф о в  и  к о н е ч н ы х  п о д г р а ф о в  в  н и х .  К а к  п о к а з ы в а ю т  п р и в о д и м ы е
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н и ж е  п р и м е р ы ,  в  о б щ е м  с л у ч а е ,  э т и  м н о ж е с т в а  м о г у т  о б л а д а т ь  а н о м а л ь н ы м и  с в о й с т в а ­
м и :  м н о ж е с т в о  V - м о ж е т  б ы т ь  б е с к о н е ч н о ,  а  м н о ж е с т в о  V +  м о ж е т  б ы т ь  п у с т ы м .
Пример 1 . П у с т ь  G  =  ( V ,  Ф), г д е  V  =  { х к ',к  G Z } ,  Ф =  к  G
N + }  U  { {;Г'о, } ;  Л: G N } .  Т о г д а ,  п о л о ж и в  W  =  { ;Х о } , и м е е м  V -  =  {# _ & ; к  G N } ,
\V- \ =  оо и У+ =  {xk]  к G N } .
Пример 2. П у с т ь  г р а ф  G  =  ( V., Ф) о п р е д е л я е т с я  м н о ж е с т в о м  в е р ш и н  V  =  {;Хд.; к  G 
N + }  и  м н о ж е с т в о м  с м е ж н о с т и
ОО
ф =  IJ  У =  1 +  к(к -  1)/2 4  к (к +  1)/2} .
fc=i
Н а  э т о м  г р а ф е  н е т  б е с к о н е ч н о г о  н е с а м о п е р е с е к а ю щ е г о с я  п у т и .  П о э т о м у  V +  =  0  и  
V - =  V  \ {;х0}  п р и  W  =  { ;х 0 } , т а к  к а к  л ю б о й  б е с к о н е ч н ы й  п у т ь  н а  г р а ф е  п е р е с е к а е т  
в е р ш и н у  ;г0-
Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  о д н о й  и з  п р и ч и н  а н о м а л и и ,  к о т о р у ю  п р е д с т а в л я ю т  п р и в е д е н н ы е  
п р и м е р ы ,  я в л я е т с я  т о ,  ч т о  в  с к о н с т р у и р о в а н н ы х  г р а ф а х ,  в е р ш и н а  ;Го и м е е т  б е с к о н е ч н ы й  
и н д е к с .  Т а к о е  п о л о ж е н и е  н е  р е а л и з у е т с я  н а  м о з а и к е .  В  с в я з и  с  э т и м ,  в  п р о т и в о п о л о ж ­
н о с т ь  п р и в е д е н н ы м  п р и м е р а м ,  н и ж е  д о к а з ы в а ю т с я  у т в е р ж д е н и я  о  т о м ,  ч т о  н а  м о з а и к а х  
м н о ж е с т в о  V - о б я з а т е л ь н о  к о н е ч н о ,  и , с л е д о в а т е л ь н о ,  м н о ж е с т в о  V +  б е с к о н е ч н о .
Лемма 2. Пусть М  -  мозаика, Д л я  любого конечного подграфа G  =  ( W ,  Ф^у) класса 
P G W E  п любой вершины х  ^ W  существует бесконечный несамопересекающийся путь 
j ( x )  такой, что { 7 (^г)} П W  =  0 .
□  Н е  о г р а н и ч и в а я  о б щ н о с т и  м о ж н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  г р а ф  G  =  ( W ,  Ф т у )  я в л я е т с я  ч л е ­
н о м  р а с ш и р я ю щ е й с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  г р а ф о в  к л а с с а  P G W E ,  о  к о т о р о й  р е ч ь  и д е т  
в  ф о р м у л и р о в к е  Л е м м ы  1. П у с т ь  е г о  н о м е р  в  э т о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  н е  п р е в о с х о д и т  
m , W  С W m i н о  п р и  э т о м  х  ^  W m . Д а л е е ,  н е  о г р а н и ч и в а я  о б щ н о с т и ,  м о ж н о  с ч и т а т ь ,  
ч т о  н о м е р  т  в ы б р а н  т а к ,  ч т о  W m + \ с о д е р ж и т  в е р ш и н у  х .  В  п р о т и в н о м  с л у ч а е ,  в  п о с л е ­
д о в а т е л ь н о с т и  ( G n ', n  G N )  м о ж н о  в ы б р а т ь  г р а ф  с  н о м е р о м ,  к о т о р ы й  п р е в о с х о д и т  т  и  
к о т о р ы й  о б л а д а е т  у к а з а н н ы м  с в о й с т в о м .
П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( G n ] n  G N )  п о р о ж д а е т  б е с к о н е ч н у ю  м о з а и к у  п о с р е д с т в о м  G L - 
а л г о р и т м а .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  к а ж д ы й  г р а ф  G n + 1, n  G N  в  н е й  о т л и ч а е т с я  о т  п р е д ы ­
д у щ е г о  г р а ф а  G n т о л ь к о  о д н о й  г р а н ь ю  с  г р а н и ц е й  в  в и д е  ц и к л а  ^ п+ \ с  о с н а щ е н и е м  
<тга+1, n  G N. П р и к л е и в а н и е  э т о й  г р а н и  к  в н е ш н е й  г р а н и ц е  г р а ф а  G n п о  о с н а щ е н и ю  (Jn+\  
п р е в р а щ а е т  е г о  в  г р а ф  G n + 1- Н е  о г р а н и ч и в а я  о б щ н о с т и ,  с о г л а с н о  т о м у ,  ч т о  х  G G m + 1, 
м о ж н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  х  G { 7 m + i}  и э т а  в е р ш и н а  н е  в х о д и т  в  о с н а щ е н и е  ц и к л а .
Р а с с м о т р и м  ч а с т ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ( G n ; n  G N) с  н о м е р а м и  п  ^  т .  Т а к а я  п о д п о ­
с л е д о в а т е л ь н о с т ь  с о о т в е т с т в у е т  с о г л а с о в а н н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  о с н а щ е н н ы х  ц и к л о в  
( 7 „ ;  п  ^  т ) ,  в  к о т о р о й ,  в  к а ч е с т в е  7 т , м о ж н о  в ы б р а т ь  в н е ш н ю ю  г р а н и ц у  г р а ф а  G m . Н а  
к а ж д о м  ц и к л е  7 „ ,  п  >  т  н а й д ё т с я  в е р ш и н а  х п , л е ж а щ а я  з а  п р е д е л а м и  с о о т в е т с т в у ю ­
щ е г о  ц и к л у  о с н а щ е н и я  о п - П р и  э т о м  п о л о ж и м  х т + \ =  х .
П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( 7 „ ;  п  Д  т )  и  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  е й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( x n ; п  Д  
т )  б у д е м  с ч и т а т ь  у п о р я д о ч е н н о й  т а к и м  о б р а з о м ,  ч т о  к а ж д ы й  п о с л е д у ю щ и й  ц и к л  7 „ + i
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и м е е т  о б щ у ю  г р а н и ц у  с  п р е д ы д у щ и м  ц и к л о м  7 п в  п р о ц е с с е  п р и м е н е н и я  G L - а л г о р и т м а .  
П р и  э т о м  х т  =  х .  Т о г д а  с у щ е с т в у ю т  н е п е р е с е к а ю щ п е с я  п у т и  ”/ ( х п , ;rra+i ) ,  с о с т а в л я ю щ и е ­
с я  и з  ч а с т и  ц и к л а  7 „  и  ч а с т и  ц и к л а  'J n + i,  п р и ч е м  э т и  ч а с т и  н е  в х о д я т  в  с о о т в е т с т в у ю щ и е  
э т и м  ц и к л а м  о с н а щ е н и я ,  7 ( ^ „ , ^ n + i )  =  { ^ ( х п ,  z n ) ,  7 ( 7 1 ,  ^ ra+ i ) ) .  З д е с ь ,  в е р ш и н а  z n л е ж и т  
н а  ц и к л е  7 н о  н е  я в л я е т с я  к о н е ч н о й  в е р ш и н о й  о с н а щ е н и я  а п , и  п р и  э т о м  о н а  л е ж и т  
н а  ц и к л е  7 ^ + 1 - К р о м е  т о г о ,  в е р ш и н а  z n я в л я е т с я  к о н е ч н о й  в е р ш и н о й  о с н а щ е н и я  а п +  
П у т и  ”/(хп, i f n + i ) ,  по п о с т р о е н и ю ,  н е  п е р е с е к а ю т с я  с  Wm. Т о г д а  б е с к о н е ч н ы й  п у т ь  
7о о (гг) =  X m + i)-, 7 ( ^ m + i i  х т + 2) ,  ••• ) н е  п е р е с е к а е т с я  с  W m и , к р о м е  т о г о ,  с о д е р ж и т
б е с к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  п  Д  т .}  п о п а р н о  н е с о в п а д а ю щ и х  д р у г  с  д р у г о м  в е р ш и н .  
П о с т р о и м  н а  о с н о в е  э т о г о  п у т и  б е с к о н е ч н ы й  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я  п у т ь  ^ ( х ) .
О т м е т и м  н а  п у т и  7 о о (;г )  в е р ш и н у  у/х , я в л я ю щ е й с я  п е р в о й  е г о  в е р ш и н о й ,  в  к о т о р о й  
п р о и с х о д и т  е г о  с а м о п е р е с е ч е н и е .  Т а к и м  о б р а з о м ,  н а ч а л ь н ы й  о т р е з о к  п у т и  7 о о ( ^ ) ,  к о т о ­
р ы й  м ы  о б о з н а ч и м  п о с р е д с т в о м  ^ ( х ,  г//х ) ,  -  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я ,  и  |7 ( ;г , г//х)| =  1\ >  0. 
Н а й д е м ,  д а л е е ,  н о м е р  1\  т о й  к о м п о н е н т ы  в  п у т и  7 о о ( # ) , l\  >  h ,  г д е  п р о и с х о д и т  п о с л е д н е е  
с а м о п е р е с е ч е н и е  п у т и  7 о о (;г )  в  в е р ш и н е  у/1; т о  е с т ь  =  у у . Т а к о й  н о м е р  н а й д е т с я ,  т а к  
к а к  к а ж д а я  в е р ш и н а  п у т и  7 о о ( ^ ) , с о г л а с н о  е г о  п о с т р о е н и ю ,  м о ж е т  п о я в л я т ь с я  в  н е м  н е  
б о л е е  д в у х  р а з .  В ы б р о с и м  и з  п у т и  7 о о (^ )  к о н е ч н ы й  е г о  у ч а с т о к  7 (г//х , г///). В  р е з у л ь т а т е ,  
п о л у ч и м  б е с к о н е ч н ы й  п у т ь  7 i ( # ) ,  У  к о т о р о г о  н а  н а ч а л ь н о м  о т р е з к е  д л и н ы  /2 >  /1 н е  
и м е е т с я  с а м о п е р е с е ч е н и й ,  г д е  /2 =  \/y i ( x , y i 2)\ и  г//2 -  п е р в а я  в е р ш и н а  в  п у т и  7 i ( # ) ,  в  
к о т о р о й  п р о и с х о д и т  с а м о п е р с е ч е н и е .
Р а с с м о т р и м  к о н е ч н ы й  п у т ь  ^ i { y i2 ,y i 'n) ~  о т р е з о к  п у т и  7 i ( # )  т а к о й ,  ч т о  12 -  н о м е р  
п о с л е д н е г о  п о с е щ е н и я  в е р ш и н ы  у/2 п р и  д в и ж е н и и  п о  п у т и  7 i ( # )  ( т .е .  у/2 =  yi>n)- В ы р е ж е м  
э т о т  у ч а с т о к  и з  п у т и  7 i ( # ) .  В  р е з у л ь т а т е ,  п о л у ч и м  б е с к о н е ч н ы й  п у т ь  7 2 ( ^ ) ,  у  к о т о р о г о  
н а  н а ч а л ь н о м  о т р е з к е  д л и н ы  /3 >  12 н е  и м е е т с я  с а м о п е р е с е ч е н и й ,  г д е  /3 -  н о м е р  в е р ш и н ы  
в  п у т и  7 2 (гг), в  к о т о р о й  п р о и с х о д и т  п е р в о е  с а м о п е р е с е ч е н и е .  Т о г д а  н а ч а л ь н ы й  о т р е з о к  
”/2 ( x , y i 3) п у т и  7 2 ( ;г ) ,  г д е  |7 2 (^ ) У/3)1 =  >  h ,  н е  с о д е р ж и т  с а м о п е р е с е ч е н и й .  П р о д о л ж а я
э т о т  п р о ц е с с ,  н а  к - м  ш а г е  п о с т р о е н и я  б у д е т  п о л у ч е н  б е с к о н е ч н ы й  п у т ь  7 * .(гг), у  к о т о р о г о  
н а ч а л ь н ы й  о т р е з о к  7д .(;г, y ik+ 1) н е  и м е е т  с а м о п е р е с е ч е н и й  и  17д.(:х, yzfc+1)| =  h + i  >  h  и  Vik+1 
-  п е р в а я  в е р ш и н а  е г о  с а м о п е р е с е ч е н и я .  Т о г д а ,  о б я з а т е л ь н о ,  н а й д е т с я  н о м е р  1'к+1 >  l k+ 1 
к о м п о н е н т ы  п у т и  7 & ( # ) , к о т о р о м у  с о о т в е т с т в у е т  п о с л е д н е е  с а м о п е р е с е ч е н и е  п у т и  7*. в  
в е р ш и н е  y ik+ 1- В ы р е з а в  и з  7*. ( х )  к о н е ч н ы й  о т р е з о к  /Ук(У1к+1,У 1/к 1 ) ,  п о л у ч и м  б е с к о н е ч н ы й  
п у т ь  7fc+ i(r r )  и  т .д .  П р о д о л ж а я  п р о ц е с с  п о с т р о е н и я  п у т е й  7 & ( # ) , к  £  N  н е о г р а н и ч е н н о ,  в  
р е з у л ь т а т е ,  п о л у ч и м  б е с к о н е ч н у ю  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  (7^.( :х ) ; к  £  N )  б е с к о н е ч н ы х  п у т е й  
т а к у ю ,  ч т о  к а ж д ы й  п у т ь  7д.+ 1 (;г) в  н е й  я в л я е т с я  ч а с т ь ю  п у т и  7 к ( х )  и  н а  о т р е з к е  д л и н ы  
1к+ 1 п о с л е д н е г о  н е  и м е е т с я  с а м о п е р е с е ч е н и й .
С о с т а в и м  п у т ь  7 ^ )  =  { ^ ( х ,  y h ) ,  7 i ( y / 15 y i2) ,  ъ ( 'У 1 2 , y i3) ,  ••• ) ,  к о т о р ы й  я в л я е т с я  б е с ­
к о н е ч н ы м ,  т а к  к а к  п у т ь ,  п о л у ч а е м ы й  и з  п е р в ы х  к  ч л е н о в  э т о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  
ъ Ы н У ь ) ,  ■■■rfk-i(yik_ 1 , y ik) ) ,  и м е е т  д л и н у  1к и  п р и  э т о м
l i m  /д. =  00 .
к—^оо
П у т ь  'у ( х )  н е  и м е е т  с а м о п е р е с е ч е н и й  п о  п о с т р о е н и ю .  Т а к  к а к  э т о т  п у т ь  я в л я е т с я  ч а с т ь ю  
п у т и  7 ; (х ) ,  т о  о н  н е  п е р е с е к а е т с я  с  W m. U
С ледствие . Д л я  любого конечного кластера (W, Фу') на мозаике М  множество V - 
конечно н множество V+ бесконечно.
□  Т а к  к а к  м н о ж е с т в о  W  к о н е ч н о ,  и  и м е е т  м е с т о  W n —> V  п р и  п —> о о  д л я  м н о ­
ж е с т в  Wn в е р ш и н  г р а ф о в  G n -  ч л е н о в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  в  ф о р м у л и р о в к е  Л е м м ы  1 , 
т о  н а й д е т с я  н о м е р  m  £  N  т а к о й ,  ч т о  W m D  W . Т о г д а  VL. С  W m, т а к  к а к  и з  л ю б о й  в е р ­
ш и н ы  х (jL W m, с о г л а с н о  Л е м м е  2 , н а й д е т с я  б е с к о н е ч н ы й  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я  п у т ь ,  
к о т о р ы й  н е  и м е е т  п е р е с е ч е н и й  с  W m. Т а к  к а к  \Wm\ <  оо, т о  \V-\ <  оо. К р о м е  т о г о ,  
V +  =  V  \  V - ,  и  п о э т о м у  |V+| =  о о . ■
В в е д е м  м н о ж е с т в о  8 W  =  { у  £  V +  : 3 (rr G W  : x i p y ) } .  Э т о  м н о ж е с т в о  б у д е м  н а з ы в а т ь  
границей к л а с т е р а  Gw, а е г о  э л е м е н т ы  -  п р и г р а н и ч н ы м и  в е р ш и н а м и .
М н о ж е с т в о  d - W , о п р е д е л я е м о е  к а к  д - W  =  { х  £  W  : 3 (у £  d W  : x i p y ) } ,  н а з о в е м  
внутренней границей, а  е г о  э л е м е н т ы  -  г р а н и ч н ы м и  в е р ш и н а м и .
О п ределен и е  1. Множество
d + W  =  { у  £  8 W  : 3 ( 7 ( у )  С  Ж  : { 'У ( у ) }  П [ ( d W  U  W ) \  =  { у } ) }
называется внешней границей кластера Gw-
Т а к и м  о б р а з о м ,  с о г л а с н о  о п р е д е л е н и ю ,  d+ W  С d W .
Л е м м а  3. Д л я  любого конечного кластера (W , Ф^у) на мозаике множество dW  при­
граничных вершин конечно.
□  Н а  м о з а и к е  и н д е к с  к а ж д о й  в е р ш и н ы  к о н е ч е н .  Т а к  к а к  д л я  к а ж д о й  в е р ш и н ы  х  и з  
dW  с у щ е с т в у е т  в е р ш и н а  у £  W  т а к а я ,  ч т о  хру, т о  и м е е т  м е с т о  н е р а в е н с т в о
\dW\ ^  |5_VU| • max{|ind(^)|; х £ d _ W }  ,
и имеет место включение d _ W  С W , то есть множество d _ W  конечно, то множество 
dW  конечно. ■
С ледствие . Д л я  любого конечного кластера (W, Ф^у) на мозаике М  множество d+ W  
конечно.
□  С л е д у е т  и з  в к л ю ч е н и я  d+ W  С dW  и  у т в е р ж д е н и я  Л е м м ы  3 . I
С л е д у ю щ а я  т е о р е м а  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  а н а л о г  т е о р е м ы  Ж о р д а н а  д л я  г р а н и ц  к о ­
н е ч н ы х  к л а с т е р о в .
Теор ем а  3. Если х £ W , \ W\ <  0 0 , то любой бесконечный несамопересекающийся 
путь 'у(х) имеет общие вершины мозапкп с внешней границей d+ W  графа Gw-
□  Т а к  к а к  ч и с л о  в е р ш и н  в  W  к о н е ч н о  и  17 '( ;х )| =  о о ,  т о  { 7 ( г г ) } п С И / ф 0 . П у с т ь  х т 
-  п е р в а я  в е р ш и н а  и з  э т о г о  п е р е с е ч е н и я .  Т о г д а  х т _\ £  W  и  х т р х т _ \ . С л е д о в а т е л ь н о ,  
х т £  d W .
Е с л и  х т £  d + W , т о  э т о  т а  в е р ш и н а ,  с у щ е с т в о в а н и е  к о т о р о й  у т в е р ж д а е т с я  в  ф о р ­
м у л и р о в к е  т е о р е м ы .  Е с л и  ж е  х т £  d W  \  d + W , т о ,  с о г л а с н о  О п р е д е л е н и ю  1 м н о ж е ­
с т в а  d + W , б е с к о н е ч н ы й  п у т ь  * у (х т ) и м е е т  н е п у с т о е  п е р е с е ч е н и е  с  d + W . Т а к  к а к  б е с к о ­
н е ч н ы й  п у т ь  7 ( х ) п р е д с т а в л я е т  с о б о й  п о с л е д о в а т е л ь н о е  п р о х о ж д е н и е  к о н е ч н о г о  п у т и
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у ( х ,  х т ) ,  а  з а т е м ,  б е с к о н е ч н о г о  п у т и  ”/ ( х т ) ,  т о  ”/ ( х )  и м е е т  н е п у с т о е  п е р е с е ч е н и е  с  d + W , 
{ 7 ( » }  П d + W  Э  { т ( ^ т ) }  П d + W  ф  0 .  ■
С ледствие . Д л я  л ю б о г о  к о н е ч н о г о  к л а с т е р а  ( W ,  Ф ^ у) н а  м о з а и к е  м н о ж е с т в о  d + W  
н е  п у ст о .
П у с т ь  G w  к о н е ч н ы й  к л а с т е р  с  в н е ш н е й  г р а н и ц е й  d + W . Л ю б а я  в е р ш и н а  х  G V  т а к а я ,  
ч т о  в  с о с т а в  л ю б о г о  н е с а м о п е р е с е к а ю щ е г о с я  п у т и  у ( х ) ,  170*01 =  00 о б я з а т е л ь н о  в х о д и т ,  
п о  к р а й н е й  м е р е ,  о д н а  в е р ш и н а  и з  d + W , н е  с о в п а д а ю щ а я  с  х , н а з ы в а е т с я  в н у т р е н н е й  
п о  о т ,н о ш е н и ю  к, к л а с т е р у  G w -  В н у т р е н н и е  в е р ш и н ы  м о г у т  п р и н а д л е ж а т ь  и л и  н е  п р и ­
н а д л е ж а т ь  W .  Е с л и  в с е  в н у т р е н н и е  в е р ш и н ы  к л а с т е р а  G w  п р и н а д л е ж а т  W ,  т о  т а к о й  
к л а с т е р  н а з ы в а е т с я  з а п о л н е н н ы м .  О п е р а ц и ю  п р и с о е д и н е н и я  к  п р о и з в о л ь н о м у  к л а с т е ­
р у  G w  в с е х  е г о  в н у т р е н н и х  в е р ш и н ,  к о т о р ы е  н е  п р и н а д л е ж а т  W ,  н а з о в е м  з а п о л н е н и е м  
к л а с т е р а .  О ч е в и д н о ,  ч т о  в с е  в е р ш и н ы  к л а с с а  V -  я в л я ю т с я  в н у т р е н н и м и  п о  о т н о ш е н и ю  
к  W .
В е р ш и н а  х  и з  V \ W , д л я  к о т о р о й  н а й д е т с я  б е с к о н е ч н ы й  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я  п у т ь  
^ ( х ) ,  н е  и м е ю щ и й ,  п о м и м о  х , в е р ш и н  о б щ и х  с  d + W , м ы  б у д е м  н а з ы в а т ь  в н е ш н и м и  п о  
о т н о ш е н и ю  к, к л а с т е р у  W .
П у с т ь  М  =  ( V ., Ф )  -  м о з а и к а  и  ( G n ; п  G N ) -  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  г р а ф о в  к л а с с а  
P G W E ,  н а  о с н о в е  к о т о р о й  э т а  м о з а и к а  к о н с т р у и р у е т с я  с о г л а с н о  G L - а л г о р и т м у  и з  с о ­
г л а с о в а н н о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  ( ( 7 п , а п ) ] п  G N ) о с н а щ е н н ы х  ц и к л о в  ( с м . Л е м м у  1), 
г д е  к а ж д ы й  ц и к л  у п п о н и м а е т с я  к а к  п о д г р а ф  ( { 7 ^ } ,  Ф 7„ ) ,  п  G М , Ф  =  [ J Ф 7„ . Д л я  л ю б о -
П
г о  ц и к л а  7 п , п  G N  и з  э т о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  е г о  з а п о л н е н и е м  н а з ы в а е т с я  п о д г р а ф  
( { 7 „ ,} ,  { 7 /т.} 2^ )^ . П р и  э т о м  н а  г р а ф е  и м е е т с я  о т м е ч е н н ы й  п у т ь  а п ( о с н а щ е н и е  ц и к л а  7 >г) . 
П р и  с к л е и в а н и и  з а п о л н е н н ы х  ц и к л о в  м о ж е т  в о з н и к н у т ь  с и т у а ц и я ,  к о г д а  в н о в ь  п о л у ч а ­
е м ы й  г р а ф  н е  у д о в л е т в о р я е т  о д н о м у  и з  у с л о в и й ,  к о т о р ы е  м ы  п р е д ъ я в л я е м  к  р а с с м а т ­
р и в а е м ы м  н а м и  г р а ф а м .  А  и м е н н о ,  о н  м о ж е т  и м е т ь  к р а т н ы е  р е б р а ,  т о ч н е е ,  н е к о т о р ы е  
и з  е г о  р е б е р  м о г у т  с т а т ь  д в у к р а т н ы м и .  Э т о  б у д е т  и м е т ь  м е с т о  в с я к и й  р а з ,  к о г д а  п р о и с ­
х о д и т  с к л е й к а  с о о т в е т с т в у ю щ и х  ц и к л о в  'у1 и  7 "  и з  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ,  о п р е д е л я ю щ е й  
м о з а и к у  М ,  п о  п у т я м  с  д л и н о й  б о л ь ш е й  е д и н и ц ы .  П р и  э т о м  н а  м о з а и к е  в о з н и к а ю т  в е р ­
ш и н ы  с  и н д е к с о м  р а в н ы м  д в у м .  Е с л и  т а к а я  с и т у а ц и я  д е й с т в и т е л ь н о  р е а л и з у е т с я  п о с л е  
с к л е и в а н и я  у к а з а н н ы х  ц и к л о в ,  т о ,  п о  о п р е д е л е н и ю ,  о д н о  и з  у д в о е н н ы х  р е б е р  у д а л я е т с я  
и  о с т а в ш е е с я  р е б р о  м ы  с о о т н о с и м  т о л ь к о  с  о д н о й  и з  с к л е и в а е м ы х  г р а н е й  ( с  т о й  к о т о р а я  
т р е б у е т с я  п о  к о н т е к с т у  и з л о ж е н и я ) ,  а  в о  в т о р о й  г р а н и  т а к о е  р е б р о  о т с у т с т в у е т .  Т а к ,  п р и  
д о к а з а т е л ь с т в е  Т е о р е м ы  5 в ы б о р  г р а н и ,  к  к о т о р о й  о т н о с и т с я  о с т а в л я е м о е  р е б р о  з а п о л ­
н е н и я ,  ф а к т и ч е с к и ,  с в я з а н  с  т е м ,  ч т о б ы  э т а  т е о р е м а  о с т а в а л а с ь  в е р н о й  д л я  г р а ф о в ,  у  
к о т о р ы х  и м е ю т с я  в е р ш и н ы  с  и н д е к с о м  р а в н ы м  2 , и  д л я  ц и к л о в ,  о к р у ж а ю щ и х  т а к и е  
в е р ш и н ы .
О п ределен и е 2. 12^ Б е с к о н е ч н ы й  г р а ф  М * =  ( V ,  Ф * ) ,  к о т о р ы й  п о л у ч а е т с я  п р и м е ­
н е н и е м  G L - а л г о р п т м а  к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  з а п о л н е н н ы х  ц и к л о в  ( { 7 « } ,  { 7 « } ^ )  с  со о т ­
в е т с т в у ю щ и м и  п м  о т м е ч е н н ы м и  п у т я м и  on, n G N, к о г д а  к а ж д ы й  ц и к л  7п с  о с н а щ е н и е м
123десь, в отличие от [7], мы даём определение сопряжённого графа на основе разрабатываемого в 
настоящей работе комбинаторного подхода.
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оп, п £ N в последовательности операций склеивания заменяется соответствующим ему 
заполненными циклом ( { 7 г}, с тем же оснащением, называется графом, сопря­
жённым по отношению к  мозаике М .
Т а к и м  о б р а з о м ,  г р а ф  М * ,  с о п р я ж е н н ы й  м о з а и к е  М ,  с т р о и т с я  н а  т о м  ж е  с а м о м ,  
ч т о  и  М  м н о ж е с т в е  в е р ш и н ,  н о  о б л а д а е т  б о л е е  ш и р о к и м  о т н о ш е н и е м  с м е ж н о с т и  Ф * =
Ub.},2)-
С о г л а с н о  п о с т р о е н и ю ,  с о п р я ж ё н н ы й  г р а ф  М * ,  у ж е  н е  я в л я е т с я  б е с к о н е ч н ы м  п л о с ­
к и м  г р а ф о м  т и п а  м о з а и к и .  И с к л ю ч е н и е  с о с т а в л я ю т  м о з а и к и  М ,  у  к о т о р ы х  в с е  г р а н и  
т р е у г о л ь н ы е .  В  э т о м  с л у ч а е  М *  =  М .
Н е с а м о п е р е с е к а ю щ и й с я  ц и к л  7  =  ( # 0 ,^ 1 ,  ^ 2 , • • • ,^ « - 1 )  н а з ы в а е т с я  н е с п р я м л я е м ы м  н а  
г р а ф е  G  =  ( V ,  Ф ) ,  е с л и  { x i , x j }  ^  Ф  д л я  л ю б ы х  п а р  н е с о с е д с т в у ю щ и х  д р у г  с  д р у г о м  в  
э т о м  ц и к л е  в е р ш и н ,  т о  е с т ь  i —  j  ф lm od /?. и  % —  j  ф (n  —  l)m od /?.. Ц и к л  д л и н ы  3  б у ­
д е м  с ч и т а т ь ,  п о  о п р е д е л е н и ю  с п р я м л я е м ы м ,  е с л и  о н  о п р е д е л я е т  г р а н ь  г р а ф а  G  к л а с с а  
P G W E  п р и  е г о  п о г р у ж е н и и  в  К 2 . Э т о  с о г л а ш е н и е  п о з в о л и т  н а м  у п р о с т и т ь  ф о р м у л и р о в ­
к у  Т е о р е м ы  5 . В  п р о т и в н о м  с л у ч а е  ( с м . П р и м е р  3 ) ,  о н  н е с п р я м л я е м  с о г л а с н о  д а н н о м у  
о п р е д е л е н и ю .
П р и м ер  3. П у с т ь  г р а ф  G  =  (V., Ф )  с  V  =  {;г0, Х \, х 2, ^ з }  и  Ф  =  { {;r0, }; i =  1, 2 , 3 } U
# 2 } )  { # 2 i # з } )  { # 3 i # 1 } }  п о л у ч а е т с я  с к л е й к о й  ц и к л о в  д л и н ы  3 , 7 1  =  ( # 1 , ;Хо, ^ 2 , # 1 ) ,  
72  =  (^ 2 , ^0 , ^ з , ^ 2 ) , 7 з =  (х з , %о, Х \ , Х з )  с  о с н а щ е н и я м и  в  в и д е  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п у ­
т е й  е д и н и ч н о й  д л и н ы  <Ji =  ( # 0 ,^ 2 ) ,  =  ( ^ о ,^ з ) ,  <7з =  ( # ъ # 0 ) # з )-  Т о г д а  ц и к л  V  =
( x i ,  Х'2, Х з , X i )  я в л я е т с я  в н е ш н е й  г р а н и ц е й  г р а ф а  G  п р и  в ы б р а н н о м  п о г р у ж е н и и ,  и  э т а  
г р а н и ц а  и м е е т  д л и н у  3 .
Т е п е р ь  м ы  в  с о с т о я н и и  с ф о р м у л и р о в а т ь  о с н о в н ы е  у т в е р ж д е н и я  р а б о т ы .  И з  н и х  с л е ­
д у ю щ е е  я в л я е т с я  н е к о т о р ы м  у с и л е н и е м  т е о р е м ы ,  п р и в е д е н н о й  в  [7 ].
Теор ем а  4. Пусть зафиксировано взаимно непрерывное погружение мозапкп М  в 
К 2. Если множество А  =  d + W  является внешней границей какого-то кластера W ,  то 
в образе погружения это множество является неспрямляемым циклом в сопряжённом 
графе М * .
□  З а ф и к с и р у е м  в з а и м н о  н е п р е р ы в н о е  п о г р у ж е н и е  м о з а и к и  М  в  R 2 н а  о с н о в е  п о с л е ­
д о в а т е л ь н о с т и  ( G n -, n  G N )  г р а ф о в  к л а с с а  P G W E .
С о г л а с н о  с л е д с т в и ю  и з  Т е о р е м ы  3 , м н о ж е с т в о  А  н е  п у с т о .  Н е  о г р а н и ч и в а я  о б щ н о с т и ,  
б у д е м  с ч и т а т ь  к л а с т е р  W  з а п о л н е н н ы м ,  т о  е с т ь  d W  =  d + W  =  А .
А .  В в е д е м  в  р а с с м о т р е н и е  п л о с к и й  г р а ф  G  к л а с с а  P G W E ,  к о т о р ы й  с о с т о и т  и з  т е х  и  
т о л ь к о  и з  т е х  г р а н е й ,  в  с о с т а в  г р а н и ц  к о т о р ы х  в х о д я т  в е р ш и н ы  и з  W  U  d + W . В ы д е л и м  
и з  э т о г о  м н о ж е с т в а  г р а н е й  т е ,  г р а н и ц ы  к о т о р ы х  с о д е р ж а т  в е р ш и н ы ,  н е  п р и н а д л е ж а ­
щ и е  W , т о  е с т ь  в с е  в е р ш и н ы  и з  А  я в л я ю т с я  в е р ш и н а м и  э т и х  ц и к л о в  и  к а ж д ы й  ц и к л  
и м е е т  н е п у с т о е  п е р е с е ч е н и е  с  А .  О б о з н а ч и м  п о с р е д с т в о м  Г ( И /’) м н о ж е с т в о  в с е х  ц и к л о в ,  
с о о т в е т с т в у ю щ и х  э т и м  г р а н я м ,  и з  н а б о р а  ц и к л о в ,  к о т о р ы е  п о р о ж д а ю т  г р а ф  G  п р и  р е ­
а л и з а ц и и  G L - а л г о р и т м а  ( и  в с ю  м о з а и к у  М ) . Э т и  ц и к л ы  я в л я ю т с я  г р а н и ц а м и  г р а н е й  и з
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р а с с м а т р и в а е м о г о  м н о ж е с т в а .  Т о г д а
A C  [ J  { 7 } .
7€Г(1У)
П о э т о м у  в с е  р е б р а  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  п л о с к о г о  г р а ф а  G  с о д е р ж а т с я  с р е д и  р е б е р  ц и к л о в  
Г ( Н / ) и ,  н а о б о р о т ,  м н о ж е с т в о  р е б е р  к а ж д о г о  ц и к л а  7 G Г ( Н / ) и м е е т  н е п у с т о е  п е р е с е ч е ­
н и е  с  в н е ш н е й  г р а н и ц е й  г р а ф а .
B . Р а с с м о т р и м  ц и к л  7  и з  Г ( И / ) . С в я з н ы е  ч а с т и  п е р е с е ч е н и я  э т о г о  ц и к л а  с  Д  U  W  
п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  п у т и  и  п р и  э т о м  к о н ц е в ы е  в е р ш и н ы  э т и х  п у т е й ,  п о  п о с т р о е н и ю ,  
я в л я ю т с я  в е р ш и н а м и  и з  А .  Т о г д а  с у щ е с т в у е т  е д и н с т в е н н ы й  п у т ь  о  в  п е р е с е ч е н и и  ц и к ­
л а  7  с  A  U  W .  В  п р о т и в н о м  с л у ч а е ,  е с л и  б ы  с у щ е с т в о в а л а  е щ е  о д н а  с в я з н а я  ч а с т ь  э т о г о  
п е р е с е ч е н и я  -  п у т ь  о ' , т о  и м е л о с ь  б ы ,  п о  к р а й н е й  м е р е  д в е  в е р ш и н ы  х  и  х ' , л е ж а щ и е  
в  р а з л и ч н ы х  п р о м е ж у т к а х  м е ж д у  п у т я м и  о  и  о 1 н а  ц и к л е .  Т о г д а  у  и  у ' -  в е р ш и н ы ,  
к а ж д а я  и з  к о т о р ы х  я в л я е т с я  б л и ж а й ш е й ,  с о о т в е т с т в е н н о ,  к  х  и  х '  и ,  о д н о в р е м е н н о ,  
к о н ц е в ы м и  в е р ш и н а м и  п у т е й  о  и  а 1. Н о  э т о  н е в о з м о ж н о ,  т а к  к а к  э т и  к о н ц е в ы е  в е р ш и ­
н ы  п р и н а д л е ж а т  d + W , и  п о э т о м у  и з  к а ж д о й  и з  н и х  и м е ю т с я  н е с а м о п е р е с е к а ю щ и е с я  
б е с к о н е ч н ы е  п у т и  ^ ( х )  и  7 ( V ) ,  н е п е р е с е к а ю щ и е с я  с  W  U  А ,  т а к  к а к  т а к о в ы е  и м е ю т с я  
и з  (/ ^ -с в я з н ы х  с  н и м и  в е р ш и н  х  и  х ' . Р е б р о  (х , х ' )  п р и н а д л е ж и т  з а п о л н е н и ю  г р а н и ,  с о о т ­
в е т с т в у ю щ е й  ц и к л у  7 .  П о э т о м у ,  с о г л а с н о  Т е о р е м е  2 , н а  м о з а и к е ,  к о т о р а я  п о л у ч а е т с я  и з  
М  д о б а в л е н и е м  э т о г о  р е б р а  в  е ё  м н о ж е с т в о  с м е ж н о с т и ,  и м е е т с я  б е с к о н е ч н ы й  н е с а м о ­
п е р е с е к а ю щ и й с я  п у т ь  а  =  ( 7 ( ;х ) , , ;гу } ,  7 ) ) ,  к о т о р ы й  р а з б и в а е т  м н о ж е с т в о  в е р ш и н  
V" \  { а }  н а  д в а  к л а с с а  т а к и х ,  ч т о  л ю б о й  п у т ь  и з  в е р ш и н ы  о д н о г о  к л а с с а  к  в е р ш и н е  
д р у г о г о  к л а с с а ,  о б я з а т е л ь н о ,  п е р е с е к а е т  п у т ь  а .  П р и  э т о м  в е р ш и н ы  у  и  у '  н а х о д я т с я  
в  р а з н ы х  к л а с с а х .  Т а к  к а к  м н о ж е с т в о  W  U  d + W  с в я з н о ,  т о  с у щ е с т в у е т  п у т ь  7 ( у ,  у ')  н а  
э т о м  м н о ж е с т в е  с в я з ы в а ю щ и й  э т и  в е р ш и н ы .  Э т о т  п у т ь  д о л ж е н  п е р е с е к а т ь  п у т ь  а ,  ч т о  
н е в о з м о ж н о  с о г л а с н о  е г о  п о с т р о е н и ю .  Т а к и м  о б р а з о м ,  к а ж д ы й  ц и к л  7  G Г ( И / ) и м е е т  
в  п е р е с е ч е н и и  c l ^ U A  е д и н с т в е н н ы й  п у т ь  ( 7 ( 7 ) ,  и  п о э т о м у  н а  к а ж д о м  т а к о м  ц и к л е  7  
и м е е т с я  н е  б о л е е  д в у х  в е р ш и н  и з  А .
C . П е р е с е ч е н и е  к а ж д о г о  ц и к л а  7  G Г ( И / ) с  в н е ш н е й  г р а н и ц е й  г р а ф а  G  с о с т о и т  и з  
о д н о г о  п у т и  / 3 (7 ) . Э т о  с л е д у е т  и з  п р о ц е д у р ы  п о с т р о е н и я  г р а ф а  G  п о с р е д с т в о м  G L - 
а л г о р и т м а .
D . П е р е н у м е р у е м  в с е  п у т и  /Зд., к  =  1 4 - т  -  ч а с т и  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  г р а ф а  G , к о ­
т о р ы е  н а ч и н а ю т с я  н а  о д н о й  в е р ш и н е  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  с  и н д е к с о м  н е  м е н ь ш и м  т р е х  
и  з а к а н ч и в а ю т с я  н а  д р у г о й  т а к о й  ж е  в е р ш и н е .  Н у м е р а ц и ю  п р о и з в о д и м  в  п о р я д к е  и х  
п р о х о ж д е н и я  в с е й  в н е ш н е й  г р а н и ц ы  г р а ф а  G .
E. Т а к  к а к ,  с о г л а с н о  п . С ,  к а ж д о м у  п у т и  о д н о з н а ч н о  с о о т в е т с т в у е т  ц и к л  7  G Г ( И / ), 
т о  н у м е р а ц и я  n .D  п о р о ж д а е т  н у м е р а ц и ю  в с е х  ц и к л о в  и з  Г ( И / ) . А  и м е н н о ,  м ы  п р и с в а и ­
в а е м  н о м е р  к  ц и к л у  7  и з  э т о г о  н а б о р а  и  з а п и с ы в а е м  е г о  в  в и д е  7  : =  7д., е с л и  /Зд. =  / 3 (7 ) . 
С о г л а с н о  д о к а з а н н о м у  в  п . В  к а ж д ы й  ц и к л  7д. и м е е т  д в е  в е р ш и н ы  и з  А ,  п р и ч е м  т а к  
к а к  д в а  с о с е д н и х  ц и к л а  7д. и  7д-+1 и м е ю т  о б щ у ю  ч а с т ь  г р а н и ц ы ,  т о  к а ж д а я  и з  в е р ш и н ,  
п р и н а д л е ж а щ и х  А ,  я в л я е т с я  о б щ е й  д л я  д в у х  с о с е д н и х  ц и к л о в .  В  с в я з и  с  э т и м ,  в о з н и ­
к а е т  н у м е р а ц и я  в с е х  в е р ш и н  и з  А .  А  и м е н н о ,  м ы  п и ш е м  уд. G 7д., уд. G 7д._1 и  уд.+1 G 7д.,
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У к+ 1  £  7 fc+i- При этом А  =  {г/д.; к  =  14  /7?.}, где номер к  понимается здесь и в следующем 
пункте по mod т  добавлением единицы.
F. Каждые две следующих друг за другом вершины г/д. и ук+i  связаны на графе М* 
ребром, принадлежащим заполнению грани, связанной с циклом 7 д., к =  14  /7?.. Поэтому 
А  =  (г/д; к =  1 4  /т?), где этот цикл понимается в смысле (/?*-связности. Множество W ,  
по построению, находится внутри цикла. I
Следующие примеры показывают, что неспрямляемые циклы на сопряженных гра­
фах могут не являться внешними границами конечных кластеров.
Пример 4. Пусть плоский граф (фрагмент некоторой мозаики) G  =  (V., Ф) класса 
PG W E, у которого V  =  {;r ± } U г =  1 4  6 }  и Ф =  { { ; г _ , г =  1, 2, 3 } U {{;r+ , Xi}\ г =
4,5,6}  U { { x i , x i + i , i  = 1 4  6 } } ,  где Xj =  Х\ и его погружение таково, что внешней 
границей графа является цикл (# 1 , х 2, Хз, #4, #5) х б)- Вершины взятые по отдельности 
представляют собой два несвязанных кластера, каждый из которых состоит из одной 
вершины. При этом цикл (# 1 , х 2, Хз, Ха, ^5, ^б) не является внешней границей каждого 
из этих кластеров по отдельности, а, наоборот, является «внешней границей» для пары 
{;Х_ , ;Г‘+ }. С другой стороны, ЭТОТ ЦИКЛ спрямляем СВЯЗЬЮ (Хз, Хв) ИЛИ СВЯЗЬЮ (^ 1 ,^ 4).
Заметим, что для цикла (# 1 , Хз, х±, х§) вершины х 2 и ^5 можно рассматривать как 
внешние по отношению к нему, а вершины ;г+ и х _  -  как внутренние. Любой путь 
7 (rr±,rrj), г =  2,5, обязательно, пересекает этот цикл. Но точно также любой путь 
7 (;г+ ,;г_) и любой путь 7 (^2,# 5) пересекают этот цикл, и поэтому деление множества 
вершин , X—, х 2, }  на классы внутренних и внешних произвольно.
Пример 5. Следующий бесконечный плоский граф М  =  (V., Ф) типа мозаики на­
зывается квадратной решёткой. У  этого графа V  =  Z 2 и Ф =  {{(?'i,?-2), (* i , *2) }  : А  =  
i\ ±  1, г'2 =  г2 или =  i i ,  г'2 =  г2 ±  1}. Рассмотрим неспрямляемый цикл с длиной равной 
8 :
((0 ,0 ), (0,1), (1,2), (2,3), (3,3), (3,2), (2,1), (1,0), (0 ,0 ))
на сопряженном графе. Этот цикл окружает пару не связанных на квадратной ре­
шетке одновершинных кластеров { ( 1 , 1 ) }  { ( 2 , 2) } ,  но не является внешней границей 
какого-либо конечного кластера. Однако, рассматриваемый цикл спрямляем ребром 
« 1, 2), <2, 1» .
Докажем следующее утверждение. Оно является обратной теоремой по отношению 
к Теореме 4, которая отсутствует в [7].
Теорема 5. П у с т ь  з а ф и к с и р о в а н о  в з а и м н о  н е п р е р ы в н о е  п о г р у ж е н и е  м о з а п к п  М  в  
К 2 . Д л я  т о го  ч т о б ы  н е п у с т о е  к о н е ч н о е  м н о ж е с т в о  А ,  в  о б р а з е  э т о г о  п о г р у ж е н и я ,  п р е д ­
с т а в л я л о  с о б о й  в н е ш н ю ю  г р а н и ц у  к а к о г о - л и б о  к о н е ч н о г о  к л а с т е р а  д о с т а т о ч н о , ч т о б ы  
А  б ы л о  н е с п р я м л я е м ы м  ц и к л о м  в  о б р а з е  с о п р я ж ё н н о г о  г р а ф а  М * . 13^
□  Пусть А  -  неспрямляемый цикл на М*. Добавим в множество смежности моза­
ики М  =  (V., Ф) ребра, входящие в этот цикл. В результате, получим мозаику М д  =  
(V, ФиФд) .  Добавив конечный набор новых циклов, а именно тех, которые порождаются
13Здесь в формулировке теоремы и в процессе ее доказательства мы не делаем различия между 
циклом Д и множеством { Д }  его вершин.
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введением новых ребер из Фд, которые отсутствовали на мозаике М , но возникли на мо­
заике М д, построим новую последовательность графов класса PG W E, которая порож­
дает последнюю мозаику. Графы этой новой последовательности будем обозначать теми 
же символами G n, п £ N. Такое соглашение не приведет к недоразумению. В принятых 
обозначениях цикл А  является внешней границей одного из графов G m =  (W m,^w m)  
последовательности (G n\n £ N ), и этот цикл содержится во всяком графе G n с доста­
точно большим номером п >  т.
A. Допустим, что указанный граф G m =  (W m,<&Wm) класса PG W E  не имеет внут­
ренних вершин. Возможны два случая: 1) граф G m является подграфом в мозаике М  
и 2) граф G m таковым не является.
В первом случае, так как G m не содержит внутренних вершин и его внешняя грани­
ца представляет собой неспрямляемый цикл, то все его ребра должны входить в состав 
внешней границы. Следовательно, G m совпадает со своей внешней границей и, следо­
вательно, состоит из одной грани (поэтому т  =  1), которая является, таким образом, 
гранью мозаики М . Но это возможно только при |Д| =  3. В противном случае, в за­
полнении грани имеются ребра, которые приведут к спрямляемости цикла -  внешней 
границы Gm. При |Д| =  3, так как внутри грани с множеством Д  в качестве границы 
вершины отсутствуют, то такой цикл спрямляем по определению.
Во втором случае, подграф G m содержит хотя бы одно ребро { х ,у } ,  х ,у  £ Д ,  не 
принадлежащее Ф\ут- Тогда, согласно построению мозаики М д ,  это ребро принадле­
жит заполнению какой-то грани мозаики М .  Если границей этой грани является цикл 
7 , то х ,у  £ { 7 }.  Тогда одно из ребер, входящих в состав цикла 7 и инцидентных либо 
вершине х , либо вершине у, обязательно находится в составе грани G m, но не входит 
в состав цикла Д .  Следовательно, так как внутри цикла Д  нет вершин, то он явля­
ется спрямляемым, что невозможно. Полученное противоречие доказывает непустоту 
множества внутренних вершин графа Gm.
B. Обозначим посредством W  множество всех внутренних вершин цикла Д .  Пока­
жем, что для каждой вершины х  множества Д  существует вершина у £ W . Допустим 
противное -  такая вершина отсутствует. Рассмотрим пару вершин х _, ;г+ , соседних с 
вершиной х  в цикле Д ,  то есть xip*x±.
Если оба ребра {# , ;г ± } из Ф* принадлежат Ф, то цикл Д  спрямляем посредством 
добавления ребра {;х _ , }  из заполнения грани.
Если одно из ребер {# , # ± } принадлежит Ф, но не принадлежит Ф*, то рассмотрим 
грань в заполнение которой входит ребро {;х, ;х_}.  Тогда ребро {;г,;г+ }  входит в состав 
границы этой грани. Следовательно, цикл Д  спрямляем на мозаике М д  посредством 
ребра {;х _ ,
Рассмотрим, наконец, случай, когда оба ребра {# , ;г ± } не принадлежат Ф. Эти ребра 
не могут находиться в одной грани. В противном случае, цикл оказывается спрямля­
емым посредством введения ребра {;х _ , },  что невозможно. Так как указанные реб­
ра находятся в заполнениях различных граней, то существуют ребра {х ,у ± } ,  которые 
входят в состав границы, разделяющей эти грани. Если обе вершины у± £ W ,  то су­
ществуют ребра {# , у _ }  и {# , у_|_}, входящие в заполнения этих граней. Поэтому одна 
из вершин, например, у_ является внутренней по отношению к Д, что противоречит
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определению множества W.
Полученные противоречия при рассмотрении различных возможностей, следующих 
из сделанного нами предположения, доказываю, для любой вершины х  Е А  существует 
вершина у Е W.
C. Докажем, что для любой вершины х  Е А  существует такой путь у(х ) ,  что {70*0}П  
(VUUA) =  {^ } .  Пусть х Е А , то есть х -  вершина внешней границы графа G m. Допустим, 
что эта вершина не связана ни с одной внешней по отношению к G m вершиной. Как 
и в п.В, рассмотрим вершины #±, соседние с вершиной х  в цикле А , т.е. ребра {;г ,;г± } 
принадлежат Фд.
Если оба ребра {;г ,;г± } принадлежат Ф, то А  -  спрямляемый цикл за счет введения 
ребра {;г_, # + }, которое присутствует в заполнении грани, внешней по отношению к G m 
и в границу которой входит путь ( х - , х , х + ).
Пусть одно из ребер, например, { ;х _ , G Ф, а второе -  {;х+ , ;х} ^  Ф. Тогда последнее 
ребро находится в заполнении какой-то грани, а {;х, ;х_}  входит в состав границы этой 
грани. Следовательно, цикл А  спрямляем посредством ребра {;х _ , }.
Если оба ребра {;г ,;г± } не принадлежат Ф, но принадлежат Фд, то существуют две 
соседние грани, заполнения которых содержат эти ребра. В противном случае, если 
они содержатся в заполнении одной грани, то вершина х  не связана ни с одной из вер­
шин W ,  что невозможно. Ввиду расположения ребер {# , # ± } в заполнениях различных 
граней, найдутся два ребра {гг, у ± }, входящие в состав границы, которая разделяет эти 
грани. Тогда одна из вершин у±, например у+ , является внешней по отношению к G m, и 
поэтому существует ребро {гг, у+ } Е Ф. Это противоречит сделанному предположению. 
Таким образом, для любой вершины х Е А  найдется вершина у, внешняя по отношению 
к плоскому графу Gm класса PG W E  и такая, что ххру. Согласно Лемме 2, существует 
бесконечный несамопересекающийся путь 7 (у ) такой, что { 7 ( у ) }  П {W  U А ) /  0 .  Это 
приводит к тому, что бесконечный несамопересекающийся путь ( х , /у(у)) имеет един­
ственную вершину, общую с А .
D .  Покажем, что множество W  связно и, следовательно, представляет собой конеч­
ный кластер.
Допустим противное, что множество А  не связно на мозаике М . Рассмотрим его 
связную компоненту W ' , не совпадающую с W . Построим множество А ; =  d+ W ' .
Пусть вершина х  Е А '  \ А. Тогда, согласно п.В, существует вершина у Е W '  такая, 
что ytpx и имеется несамопересекающийся путь ^(х ) ,  для которого {7 (^ )1  Г1 (d+ W ' U 
W ' )  =  {^ } .  Так как х (jL А , то вершина х  может быть либо внутренней, либо внешней 
относительно цикла А .
Если х -  внутренняя вершина, то она, по определению, принадлежит множеству W  
и, следовательно, находится в другой связной компоненте этого множества. С другой 
стороны, х  (/^-смежна с вершиной у Е W ' , что исключает предыдущее утверждение. 
Полученное противоречие дает нам А 1 \ А  =  0 .
Допустим, что А  \ А ' ф 0 . При этом А ', согласно Теореме 4, представляет собой 
несамопересекающийся неспрямляемый цикл. Но это означает, в силу А ' С  А , что цикл 
А ' спрямляет цикл А , что невозможно по условию теоремы.
Таким образом, А  \ А ' =  0  и, следовательно, А ; =  А . Следствием этого равенства
является совпадение множеств W  и W ' . В самом деле, допустим противное: существует 
вершина х  Е W  \ W ' , которая, по построению, является внутренней вершиной относи­
тельно А . С другой стороны, так как А  =  d+ W ' , то х  Е dW '  \ d+ W ' . Следовательно, 
для этой вершины, существует вершина у Е W '  такая, что ххру. Это противоречит тому, 
что W  \ W '  не связно с W ' . Полученное противоречие доказывает, что W  =  W ' .
Из пп. А - D следует, что W  -  полный кластер с d+ W  =  А . ■
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FINITE CLUSTERS ON PLANE  MOSAICS  
III. External boundary theorem
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Abstract. The concept of external border of finite clusters on three-dimensional periodic graph. 
It is proved the analog of Kestens’ theorem that, concerns the topological structure of external border 
for such periodic graphs.
Key words: periodic graph, random Bernoulli field, percolation, cluster, external boundary.
